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Bevezetés

Dolgozatom megirasara a matematika versenyekre vald felkeszulésem soran megismert
évszamokkal kapcsolatos feladatok inspiraltak. Tapasztalataim szerint matematika
versenyeken eldszeretettel tliznek ki olyan példat, melyben az adott tanév évszama szerepel.
Ezek a feladatok altalaban érdekes 6tleteket igényelnek, igy kutatdsom célja az ilyen tipusu
feladatok aktualizalasa volt. Az altalam 6sszeéllitott feladatsorban tébbnyire kordbbi Arany
Déaniel Matematikaversenyen, valamint Orszagos Kdzépiskolai Tanulmanyi Versenyen
kittizott feladatok szerepelnek, de a gylijtemény tartalmaz par egyszeriibb, mindenki altal
konnyen észrevehet6 oOtletet igényld feladatot is.



Feladatok

1. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek barmely ket szomszédos jegye
kiilonboz6 és a szamjegyek Osszege 20157

Megoldas.
Barmely két szomszédos szamjegy O0sszegének a lehetd legnagyobbnak kell lennie,
hogy a szam a lehetd legkevesebb szamjegybdl alljon.

Ez az 6sszeg — mivel két szomszédos szamjegy kiilonboz6 — 9 + 8 = 17.
2015 =17 - 118 + 9, ezért a kérdezett legkisebb szdm legaldbb 2 - 118 + 1 =237 jegyt.

Ezért a kérdezett legkisebb szdmban 118-szor szerepel a 89, illetve egyszer a 9. Mivel
barmely két szomszédos szamjegye kiilonbozo, a keresett szam: 989898989....89

2. Egy 2015%2015 méretii tdblazat minden mezdjébe az 1-t6l 2015-ig terjedd egész szamok
valamelyikét irtuk be ugy, hogy semelyik sorba nem keriiltek egyenld szamok, és a tablazat
szimmetrikus lett az egyik atlojara. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ebben az atléban sem
fordulnak el egyenld szamok.

Megoldas. A feltételekbdl kovetkezik, hogy minden szamot minden sorban pontosan egyszer,
igy 06sszesen 2015-szor irtunk le.

crer

egyuttvéve minden szam paros sokszor fordul el6.

Igy ebben az atléban a 2015 szam mindegyike pératlan sokszor, tehat legalabb egyszer
szerepel.

Mivel 2013 mez6 van az atloban, egyikiik sem fordulhat el6 egynél tobbszor. Ezzel az allitast
bizonyitottuk.

3. Végzodhet-e egy négyzetszam 2015-re?

Megoldas:
Ha n? 2015-re végzddik, akkor n? — 2015 négy darab 0-ra, tehat n? — 2015 oszthat lesz
10000-rel.

Mivel 10000 = 16 - 625, igy n? — 2015 oszthato kell, hogy legyen 16-tal, tehat n? és a 2015
azonos maradékot ad 16-tal osztva.



A 2015 16-0s maradéka 15, ellenben a négyzetszamok 16-0s maradékai csak 0, 1, 4, 9
lehetnek.

Ha ugyanis
n=16q +r,0 <r < 16,
akkor
n? = (16q + r)? = 256k? + 32k + r?
miatt csak az 2 16-os maradékait kell végignézniink.

Tehéat nincs 2015-re végz6do négyzetszam.

4. Tekintsuk az alabbi szorzatot: 1! 2! 3! 4!....2016! Mutassuk meg, hogy elhagyhato egy
tényez6 gy, hogy a megmaradok szorzata négyzetszam lesz!

Megoldas.
Vegyiik észre a kovetkezot: k! - (k + 1)! = k! - k!- (k + 1)

Ezt alkalmazva szorzatunk a kdvetkezé alakban irhato:
1!-1!-2-3!-31-4-5!-51-6-..-2015!-2015!- 2016
=(1!-3!-5!-..-20151)%-2-4-6-...- 2016
=(1!-3!-5!-..-20151)%-21008.1.2.3. . -1008
= (1!-3!-5!- ... -2015!-250%)2 . 1008!
Ha a szorzatbdl elhagyjuk az 1008! tényez6t, akkor a megmaradt tényezok szorzata valoban
négyzetszam lesz.

5. Tekintstik az 1,2,3,...,2014,2015 szamsorozatot. Egy 1épés soran két -x és y- tag helyett az
X+ y —1 szamot helyettesitjik. Melyik szamot kapjuk a 2014. lépés utan?

Megoldas.
(xy)— x+y-1

Vegyiik észre, hogy a 1épés soran eggyel csokken a tablan szerepld szamok szama is, ¢és a
tablan szerepld szdmok Osszege is. Azaz a 1épés soran e két szam kiilonbsége nem valtozik
meg.

Kezdetben: (1+ 2+3+..+2014 + 2015)— 2015= w =2015-1007 = 2029105, igy az

utoljara megmaradt szam a 2029105.



6. Adottak az 1,2,3,...2015 szamok. Kivalasztunk kdziluk két y és x szamot, és a

z szammal helyettesitjik. Igazoljuk, hogy akarmilyen (x;y) part valasztunk, a

1 1 1
X Yy Xy

2011. Iépés utan mindig ugyanazt a szamot kapjuk. Melyik ez a szam?

Megoldas

x;y—>Z=1

1
1 1

—+ =+
y

X Xy

1 1 1 1 1 1
Vegyik észre, hogy —+1=—+—+—+1=| —+1| —+1|, azaz ha tekintjuk a tablan szerepld
Z X 'y Xy X y

szamok helyett a reciprokaikl-gyel novelt értékét, akkor ezek szorzata a lépés soran nem valtozik
meg.

Kezdetben: 1+1 . i+1 . l+1 L+1 :g-g-i-...-@:2016.
1 2 3 2015 123 2015

igy az utoljara maradt A szamra: £+1: 2015, melybsl A= L )
2015

7. Hany megoldésa van az x; + x, + x3 + x, = 2015 egyenletnek a pozitiv egész szamok
halmazan, ha tudjuk, hogy x; > 5, x, > 6, x3 > 7 és x, > 107?

Megoldas:
Rendezzilk at a kikotest:
x;—5>0, X, —6>0, xX3—7>0é6sx,—10>0

Hozzunk be 0j ismeretleneket:
Y1 =Xx1 =5, Y2 =X — 6, V3 =x3—7ésy,=x,—10

Igy az egyenlet:
Y1+Y2 +y3 + ¥, = 1987

T

o o s "'-..-. LI
W M0 300 400 | SO0 BD0 90 B0 | 600 100 1100 12300 1300 0400 9500 1800 70 1B0O | 160

L
[

Ha a szdmegyenesen 1-t6l 1986-ig kijel6lunk 3 szamot, az négy szakaszt hatdroz meg, melyek
hosszanak 0sszege 1987.

igy az egyenletnek (*°7°) megoldasa van, hiszen 1986 szambol ennyiféleképpen lehet
kivalasztani 3 szamot.



8. Hany megoldasa van a kovetkez6 egyenletnek?

2015 = _{x}[x]

X
[x] az x valds szam egészrésze, az x-nél nem nagyobb egészek kdzil a legnagyobb.
{x} az x valds szam tortrésze, értéke {x} = x — [x].

Megoldas.
Ha x egész, akkor a tort szdmlalojaban {x} = 0 tehat maga a tort is 0, igy egész megoldas nem
lehet.

Ha x > 0 akkor {x}[x] < [x] < x, igy a jobb oldal nem lehet 1-nél nagyobb.
A tort nevez6je 0 nem lehet, ezért x # 0, a tovabbiakban tehat x < 0.

Ha x < —1, akkor 2x < x — 1 ésigy
x—1
<2

X
Ebbol adodik, hogy x < —1 esetén nem lesz megoldas, hiszen figyelembe véve, hogy x és [x]
IS negativ

el [x]  x-1

<—<—X2
X

X X
Amennyiben —1 < x < 0, akkor [x] = —1 és {x} = x — [x] = 1 + x. A kitiizott egyenlet igy
alakul:

—(1+x) 1

2015 = , amibdlx = ———
2016

X
Bizonyitottuk, hogy mas megoldas nem lehet, az egyetlen lehetséges gydkot az egyenletbe
behelyettesitve valdban jo megoldast kapunk.

9. Bizonyitsuk be az aldbbi egyenl6tlenséget:

[
I
|
I
\i2015 + [2014 + |2013+ |...+ /2 +V1 < 46
Megoldas:

Legyen P(n) = [n+ (n—1)+\/(n—2)+4/....+\/2+ﬁ.

Induktiv Gton igazoljuk: ha n < 2070, akkor P (n) értékét feliilrdl becsiiljiik, ha az 1 helyett
46%-t, az Bsszes tobbi szam helyett 2070-et irunk.

Kezd6 1épésként ellendrizziik az allitdst n = 1,2,3-ra:



P(1) =V1 < /462 = 46
P(2) =\/2+\/T<\/2070+\/E=\/211 = 46

P(2)=\/3+ /2+\/T<j207o+ /2070+\/E=46

Az indukcids 1épésben feltessziik, hogy P (k) < 46, ahol k < 2069, és ennek segitségével
megmutatjuk, hogy P(k + 1) < 46.

(k+D+ |k+ [(k=1)+ /....+/2+\/T=\/(k+1)+P(k)<\/2070+46

=46

Mivel 2015 < 2070 igy indukcios bizonyitasunk a feladatban kitiizott egyenlétlenségre
érvényes.

s e 1,1
10. . Vannak-e olyan x;, x5, x3, ... X3015 Kiilonb6z6 pozitiv egészek, amelyekre az —+—+
1 2

= 1 egyenletnek van megoldasa?
X2015

Megoldas.

Tekintsikaz — + — 4 - +—=1 egyenletet.
X1 X2 Xn

Han = 1, akkor x = 1 megoldas, mert% =1

Han = 2, akkor x; és x, egyike sem lehet 1, mert akkor a masodiknak 0-nak kéne lennie. Ha

X1 = 2, akkor — < =, hasonléan — < =, de X1 F Xy miatt — + — < = += = 1. Tehatn = 2
X1 2 X3 2 X1 X3 2 2

nem felel meg.

Han = 3,akkor= 4=+~ = 1.
2 3 6
Sejtés: han > 2, akkor a feladatnak van megoldasa. Ezt bizonyitsuk teljes indukcidval.

Tegyuk fel, hogy n = k-ra (k = 3) igaz, azaz xi + xi + -+ xi = 1. Legyen ekkor x; = 2,
1 2 k
Xy =2X1 X3 = 2Xp, ... Xp4q = 2Xi , Valamint x; > 1 miatt x; € Z*.

Ekkorazegyenletk+1-re:i+i+--- +— =1+1-(i+i+--- +i) =1
X1 X2

Xk+1 2 2 \X1 X Xk

=1
Tehat han > 2, akkor a feladatnak van megoldasa, igy n = 2015-re is.



v n e, 1,1
11. Vannak-e olyan x4, x5, X3, ... X315 kiillonboz6 pozitiv egészek, amelyekre az — + —+

X1 2
I ! = 1 egyenletnek van megoldéasa?
X2015 X1'X2'X3"..'X2015
Megoldas.
. .. 1 1 1 1
Tekintsik az —+ —+ -+ + — 4+ —— = 1 egyenletet.
X1 X2 Xn X1'X2'X3"..."Xn

Han = 1, akkor x = 2 megoldas, mert% + % =1.

Han = 2, akkor x; = 2 és x, = 3 megoldas, mert%+§+% =1

Han = 3, akkor x; = 2 és x, = 3 és x3 = 7 megoldas, mert%+§+%+$= 1
1

Tegytlk fel, hogy az egyenlet n = k-ra igaz, azaz xi + xi o b —— =1,
1 2

XK X1°X2'X3"...'" X[
Legyen ekkor xj 14 = x1 " Xp " X3 * ot Xp + 1.

Ekkor az egyenlet k + 1-re:
St b f—— : =1

X1 X3 Xk X1 Xp X+l X1°X2 X3 X (X" X2 X3 0 X +1)

1

Feltevés szerint: 1 ——
xl-xz-x3-...-xk

1-————+ . + : =1

X1 X' X3 Xl X1 X2 X3 X+l XXXz X (X1 Xp X3 X +1) -

1 + 1 1 _
X1Xp' X3 Xl X1 X2 X3 X+l XXXz X (X1 Xp X3 X +1)

—(X1 % X3 X+ 1) +X1 X X5 o X+l

X1 X2 X3 0 X (X1 X2 X3 X +1)

0=0,
Tehat az egyenletnek barmilyen n € Z+ szamra van megoldasa, igy n = 2015-re is.



12. . Tekintsiink a sikon két egymast érinté — egység sugard kort, és huzzuk meg ez egyik
kozos érintdjliket. Ezutdn irjunk a két kor és az egyenes altal hatérolt részbe kort tigy, hogy
érintse a két kort és az egyenest is. Mekkora ennek a beirt kérnek a sugara? Folytassuk a
korok ,,beirdsat” oly modon, hogy az ujonnan beirt kor érintse az eredeti két kort, valamint az
utoljara beirt kort. Mekkora az ily modon beirt els6 2015 kor atmérdjének dsszege?

Megoldas.

Pitagorasz-tétellel szamoljuk ki a korok sugarait és atmérdéit:

(1 - T'l)z + 12 = (1 + T'l)z

) 1
igy di =5

T'1= 2

Z;
[1—(di +)]? +12 = (1 +1y)?

1 2
(E_rz) +12 = (1+7‘2)2
1 1

[1 - (dl + dz + T'3)]2 + 12 = (1 + Tz)z

1 2
(§—T2> + 12 = (1 +T2)2

o

BT 2T

Sejtés: d, =
n(n+1)



A sejtést igazoljuk teljes indukcidval.

Tegyuk fel, hogy n = k-ig igaz, azaz d, = k(k1+ D
2
n=(k+1)-re: |1—| dy+-+dp +req || +12 =0+ rgp0)?
a feltétel miattﬁ
Ebbdl kapjuk, hogy
1 1

e = T D+ ) Y B T T Dk T 2)

igy bizonyitottuk, hogy d, =

n(n+1)

Az atmérok 0sszege tehat:

. 1 1 1 2015
gy D di=——+-—+...+ = :
) 1.2 2-3 2015-2016 2016



13. Tekintslink a sikon két — egymast érinté — egyseg sugard kort, és hlzzuk meg az egyik
kozos érintdjiiket. Ez utan irjunk a két kor és az egyenes altal hatérolt részbe kort Ggy, hogy
érintse a két kort és az egyenest is. Folytassuk az eljarast ugy, hogy az Ujonnan beirt kor
mindig érintse az egyenest, az utoljara beirt kort, és még egy kort. Mekkora az 1999. kor
sugara?

Megoldas:

= =

Hasznaljuk fel, hogy a kozos kiilsé érintének az érintési pontok kozé esd szakasza:

EE, =JR+r?—(R-r) =2JR-r
Igy a beirt kor sugara:

2.Jrx + 2+/Rx = 24/Rr

_ Rer
WR+rf
Igy ki tudjuk szamolni a korok sugarait:
1
I‘l :Z
1
R
2 "9 9
r,+1 ~
ey S
1 1 ’ ’
p._ 9 _9_1
([ ¥ 16 16
—+1
9 9

10



Sejtés: Ty = m

A sejtést igazoljuk teljes indukcidval:

1

. rk-12: (k+1)22: 1 2

(W +1) (1+1] (k+2)
k+1

IIgy Fo01s :W-

14. 15. Mennyi az alabbi 6sszegek pontos értéke?
a 11-3—-21-4+3!-5—-4!-6+5!-7—-6!8+:-—2014!-2016 + 2015

1 1 1 1
b) 1-2-3 + 234 ' 345 ' 201320142015
c) 1-1'4+2-21+3-3!1+4-41+..-4+2015-2015!
) 1 1 1 1
1+12 = 2422 3432 2015+20152
Megoldas.

Mindegyik feladatnal el0szor az Gsszeg egy altalanos tagjat fogjuk vizsgalni.

a) Tekintslk az 6sszeg egy altalanos tagjat:
kKl-(k+2)=k!-((k+1D+1)=(k+1) k! +k!

fgy az 6sszeg a kovetkezé alakban irhato:
@'+1)-@'=2D+ @' +3) - (5!'+ 4! + - —(2015! + 2014!) + 2015!=1

b) Tekintsiik az 6sszeg egy altalanos tagjat:
1 1 1 1 ]

kK-k+1)-k+2) 2 lk-(k+D) (k+1)-k+2)

fgy az 6sszeg a kovetkezé alakban irhato:
171 1 1 1 1 ] 1n

1
2 1-2_2-312-3_"':2013-2014_2014-2015 E'[§_2014-2015]

T4 2-2014-2015

c¢) Altalanos tag:
kokl=(k+1—1!kl=(+1) kl—k'=(k+1) — k!
Igy az 6sszeg:
'—-1H+@!'-2H)+@4!'—-3Y 4+ -+ (2016! — 2015!) = 2016! — 1

11



d) Altalanos tag:
1 1 1 1

k+k? k(k+1) k k+1

Igy az dsszeg:
(1 1)+(1 1)+ +<1 1)_1 1 _2015
1 2 2 3 2015 2016/ =~ 2016 2016
15. Adott a kdvetkezd polinom:
P(x) = X2 + (x+2)2 + (x+4)2 + ...+ (x+ 2014)2 — (x+ 1) — (x+3)2 —...— (x+ 2015)2

Mely valos x értékek esetén teljesul, hogy P (x) >0 ?

Megoldas.
Rendezzilik a P(x) polinomban szerepld négyzetes tagokat parokba:
PX)=(x?>—(x+DH+((x+2)2=(x+3)>)+ ..+ ((x +2014)2 — (x + 2015)?)

Hasznaljuk a két négyzet kilonbségére vonatkozd nevezetes azonossagot, igy az 6sszeg egy
altalanos tagja igy alakul:
((x+2D)2—(x+2i+D)=(x+2i—x—-2i—D(x+2i+x+2i+1)
=—-1-2x+4i+1)

Ennek segitségével P(x) a kovetkezd alakra hozhato:
P(x) =—-1008-2x — (1+5+ 9+ 13+...4+4029) = —1008 - (2x + 2015)

Most valaszt adunk a feladatban feltett kérdésre:

—1008 - (2x + 2015) > 0ha x < —202—15

16. Mennyi az f(x) = x2014 +2x2013 13,2012 1 2013x2 +2014x+2015 fiiggvény
legkisebb értéke?

Megoldas.
A pératlan egyuitthatoju tagokat bontsuk két részre az alabbi modon:
@n+1)xK = nxK + (n+ 1)xK
Ezzel a fuggvény az
f(X) — x2014— + 2x2013 + (x2012 + 2x2012) + 4x2011 + (2x2010 + 3x2010)
+ ....+(1006x% + 1007x2) + 2014x + (1007 + 1008)
alakra hozhato.

Alakitsuk at a kifejezést: az egymast kovetd tagokat csoportositsuk harmaséaval, majd az
egyes csoportokbol emeljunk Ki.

F(x) = (x2014 4 252013 | 2012 4 9(x2012 4 52011 4 52010y 4 11007 (x% + 2x + 1)
+ 1008
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A zardjelekben levo kifejezések mind egyenldk egy-egy kéttagl 6sszeg négyzetével, vagyis
f(x) = (x1007 4 x1006)2 4 2(x 1006 4 x1005)2 4 +1007(x + 1)? + 1008

Mivel egy valos szam négyzete nem negativ, a zarojeles tagok legkisebb értéke 0.

Az, xK +xK—1 = 0, k>2 egyenletbdl x = 0, vagy (az egyenlet xK~L.nel val6 osztasa utan) x =
—1, kbvetkezik, de az utolsé négyzetes tag ezek kozul csak x = —1 esetén lesz 0. Ezeken a
tagokon kiviil valtozd nem szerepel a kifejezésben, ami modositand a minimumhelyet, igy a
fuggveny legkisebb értéke f(—1) = 1008.

Irodalomjegyzék:

-Versenyfeladatok (OKTV, Arany Déaniel Matematikaverseny, Megyei Matematikaverseny)
-Kubatov Antal: Oszthatosag, teljes indukcio

13





